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ABSTRAKT
Prace se venuje bezst'ovym metodam, predevsm SPH metode. Vyhradne se prace
zabyva problemem konvergence v blzkosti hranice denicnho oboru ulohy a
jeho naslednym resenm v podobe pouzit tzv. ktivnch castic jakozto okrajove
podmnky. Dale je zde uvedeno vhodne nastaven parametru pro shock tube 2D
ulohu, ktere bylo zskano na zaklade mnoha testu a softwarovych uprav.
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ABSTRACT
This thesis deals with meshfree methods, especially the SPH method. It is focused
on the question of convergence near the boundary of the problem domain and its
following solution in the form of using the so-called ghost particles as a boundary
condition. There is also presented a suitable setting of parameters for a shock tube
2D problem based on many tests and software modications.
KEYWORDS
SPH method, consistency, ghost particles, virtual particles
NIEDOBA, P. Bezst'ove metody ve vypocetn dynamice tekutin: diplomova prace.
Brno: Vysoke ucen technicke v Brne, Fakulta strojnho inzenyrstv, 2012. 65 s.
Vedouc diplomove prace doc. RNDr. Libor Cermak, CSc..

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci Bezst'ove metody ve vypocetn dynamice
tekutin vypracoval samostatne pod vedenm doc. RNDr. Libora Cermaka, CSc. s
vyuzitm pramenu uvedenych v seznamu literatury.
Pavel Niedoba

Na tomto mste bych chtel podekovat svemu skoliteli doc. RNDr. Liboru






1 Bezst'ove metody (MFree metody) 15
1.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.1 Myslenka MFree metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.2 Denice MFree metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2 Procedura MFree metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.1 Zakladn kroky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.2 Porovnan s FEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.3 Tvarove funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4 Rozdelen MFree metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2 MFree metody ve vypocetn dynamice tekutin 25
2.1 Navierovy-Stokesovy rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 SPH metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.1 Formulace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.2 Vahove funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.3 Konzistence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.4 Diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic . . . . . . . . . . 39
2.2.5 Numericke aspekty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3 RKPM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3 Shock tube 2D uloha 49
3.1 Popis ulohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2 Zadan ulohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3 Nastaven parametru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.4 Vyhodnocen simulace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53






V dnesn dobe se k resen uloh vypocetn dynamiky tekutin pouzvaj predevsm
tradicn numericke metody, jako naprklad FDM, FVM a FEM. Spolecnym znakem
techto metod je pouzit prslusne ste (mrzky) pri diskretizaci denicnho oboru. I
pres velkou oblibu techto metod existuj nektere typy uloh, se kterymi se tyto me-
tody
"
spatne\ vyporadavaj. Jedna se zejmena o typy uloh, kde dochaz k extremn
deformaci modelovaneho objektu a kde dochaz k pohybu hranice denicnho oboru.
Dale se jedna o ulohy s volnou hladinou. Problemy vznikajc pri resen techto uloh
jsou spojeny s pouzitm mrzky, nebo ste.
Velmi prirozenym zpusobem se tedy vyvj myslenka bezst'ovych metod, ktere
byly poprve pouzity v r. 1977 (Lucy L.B., Gingold R.A. & Monaghan J.J.). Jednalo
se konkretne o metodu SPH aplikovanou na astrofyzikaln ulohy pri modelovan
pohybu hvezd a vesmrnych objektu.
Hlavn myslenka techto metod spocva v modelovan denicnho oboru pomoc
uzlovych bodu bez predepsane vazby. Samotna aproximace funkce se pote provad
pomoc uzlovych bodu v lokalnch oblastech. Bezst'ove metody jsou vsak vzhledem
ke sve kratke existenci stale ve fazi vyzkumu a vyvoj novych prstupu je stale velmi
aktualn.
Prvn kapitola nas seznamuje s bezst'ovymi metodami z obecneho hlediska, tj. je
zavedena denice, zakladn procedura v porovnan s FEM a rozdelen bezst'ovych
metod vzhledem k tvorbe tvarovych funkc, ktere jsou take v teto casti zavedeny.
Ve druhe kapitole se venujeme metodam lokaln integraln reprezentace. Do teto
kategorie patr metoda SPH, ktere je venovana podstatna cast kapitoly. Prace se
zabyva vlivem okrajovych podmnek na konzistenci SPH aproximace, ktera ma
vliv na konvergenci metody. Dale je zde popsan zpusob diskretizace Navierovych-
Stokesovych rovnic popisujcch dynamiku tekutin. V zaveru kapitoly je pojednano
o ruznych numerickych aspektech souvisejcch s implementac SPH metody.
Tret kapitola se zabyva resenm konkretn shock tube 2D ulohy. Hlavn duraz
je kladen na testovan ruznych parametru a modikaci SPH zdrojoveho kodu tak,
aby se vysledky ulohy co nejvce priblzily presnemu resen. V teto souvislosti byla
do kodu implementovana okrajova podmnka ve forme tzv. ktivnch castic, ktera
zlepsuje konzistenci SPH aproximace v blzkosti hranice.
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1 BEZSITOVE METODY (MFREE METODY)
V dalsm textu budeme bezst'ove metody oznacovat jakozto MFree metody (z angl.
Meshfree). Nekdy se v literature muzeme setkat i s oznacenm Meshless metody.
Tato kapitola bude venovana MFree metodam v obecnem slova smyslu. Uvedeme
denici, zakladn proceduru a rozdelen techto metod.
1.1 Uvod
Uvodem se seznamme s hlavn myslenkou MFree metod.
1.1.1 Myslenka MFree metod
Metoda konecnych prvku, dale jen FEM, je vyvinuta pro staticke i dynamicke,
linearn i nelinearn ulohy pevnych teles, struktur a pro prouden tekutin. Nicmene
zde existuje nekolik nasledujcch omezen teto metody.
 Vysoke naklady, zejmena casove, pri tvorbe FEM ste, ktera je pri pouzit teto
metody nezbytna. U problemu se slozitou geometri je pri generovan ste casto
nutny lidsky zasah za ucelem zvysen kvality procesu st'ovan.
 Pri manipulaci s velkymi deformacemi se vyraznym zpusobem ztrac presnost
teto metody. Tento jev je zpusoben deformac FEM prvku.
 Je velmi slozite simulovat nektere fyzikaln jevy jako napr. sren trhliny, fazove
premeny a rozbit materialu na velke mnozstv fragmentu.
 K zajisten presnosti resen je casto potrebna adaptivn analyza. Je zde vsak
nutne prest'ovan, coz pusob znacne komplikace. Jednou z nich je pozadovane
zobrazen promennych mezi puvodn a nove vytvorenou st v jednotlivych
fazch analyzy. Tento proces vede k dalsm vypoctum a tm ke zvysen casovych
naroku i ke snzen presnosti resen.
Spolecnym zakladem vyse uvedenych obtz je pouzit prvku, a tedy ste, s pred-
denovanou konektivitou. Z tohoto duvodu se velice prirozene vyvj myslenka MFree
metod, ve kterych je denicn obor reprezentovan pouze mnozinou libovolne roz-
lozenych uzlovych bodu. Proto tyto metody maj velky potencial pri resen vyse
zmnenych problemu. Navc mohou byt snadno vyvjena adaptivn schemata, protoze
nen zapotreb zadna a priori informace o vazbach mezi uzlovymi body. Toto nam
behem vypoctu poskytuje jistou mru exibility v pridavan nebo odebran uzlovych
bodu v potrebnych mstech denicnho oboru, ktery budeme znacit symbolem 
.
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Muzeme tedy celkem volne pridavat uzlove body do oblast koncentrace napet (napr.
celo trhliny) bez obav o jejich vazbu s ostatnmi jiz existujcmi uzlovymi body.
S ohledem na snadnou implementaci adaptivnch algoritmu nen rozhodujc
pocatecn rozlozen uzlovych bodu. V mnoha aplikacch je tedy zcela dostacujc
rovnomerne rozdelen uzlovych bodu, coz muze byt provadeno vypocetn technikou
zcela automatickym zpusobem.
1.1.2 Denice MFree metody
Nyn uvedeme denici MFree metody dle (G.R.Liu, 2002, [8]).
Denice 1.1. Metoda, uzvana k vytvoren systemu algebraickych rovnic pro ce-
ly denicn obor ulohy bez pouzit preddenovane ste pro diskretizaci denicnho
oboru, je denovana jakozto MFree metoda.
Upresneme tuto denici zavedenm minimalnho a idealnho pozadavku pro
MFree metody:
 Minimaln pozadavek: Preddenovana st' nen pouzita pro aproximaci pro-
mennych (napr. hustoty).
 Idealn pozadavek: Nen zapotreb zadna st' behem celeho procesu formulace
a resen problemu daneho libovolnou geometri a popsaneho systemem dife-
rencialnch rovnic v zavislosti na vsech typech okrajovych podmnek.
1.2 Procedura MFree metody
V teto casti si uvedeme zakladn kroky procedury resen MFree metod a porovnan
s FEM.
1.2.1 Zakladn kroky
1: Reprezentace denicnho oboru
U MFree metod se denicn obor 
 a jeho hranice @
 modeluje a reprezentuje (ni-
koliv diskretizuje!) pomoc libovolne rozlozenych uzlovych bodu v denicnm oboru
a na jeho hranici (obr. 1.1). Tyto uzlove body se casto nazyvaj castice a
"
ne-
sou\ hodnoty promennych (Lagrangeuv popis). Hustota rozmsten techto uzlovych
bodu zavis na pozadovane presnosti a na dostupnych vypocetnch prostredcch. V
prpade pouzit adaptivnho algoritmu nen dulezite pocatecn rozlozen uzlovych





Obr. 1.1: Reprezentace denicnho oboru pomoc uzlovych bodu
2: Aproximace funkce
Z duvodu neexistence ste promennou funkci u v libovolnem bode x = (x; y; z)
uvnitr nebo na hranici denicnho oboru aproximujeme pomoc funkcnch hodnot
v uzlovych bodech uvnitr male lokaln oblasti (obr. 1.2) prslusne bodu x (v lit.





















kde n je pocet uzlovych bodu obsazenych v lokaln oblasti 
x, ui je uzlovy parametr
promenne v i-tem uzlovem bode 
x, Us je vektor uzlovych parametru promennych
v uzlovych bodech 
x, i(x) je tvarova funkce (obr. 1.3) v i-tem uzlovem bode 
x,
vypoctena pomoc uzlovych bodu obsazenych v 
x.
Obr. 1.3: Tvarove funkce
Poznamenejme, ze lokaln oblast bodu x urcuje pocet uzlovych bodu, ktere
jsou pouzity pri aproximaci/podpore (z angl. support) funkcn hodnoty v bode x.
Tvar lokaln oblasti byva nejcasteji kruhovy pro 2-dimenzionaln ulohy a kulovy
pro 3-dimenzionaln ulohy. Muzeme se take setkat s jinymi tvary, napr. elipticky a
obdelnkovy pro 2D ulohy, nebo elipsoidn a kvadrovy u 3D uloh.
Dale poznamenejme, ze koncept lokaln oblasti pro urcen uzlovych bodu k apro-
ximaci funkcn hodnoty bodu x funguje dobre, pokud se hustota rozmsten uzlo-
vych bodu v denicnm oboru ulohy nelis prlis vyrazne. V opacnem prpade, tj.
pri tzv. nevyvazenem rozlozen uzlovych bodu, muze dojt ke vzniku
"
spatne\ tva-
rove funkce. Predstavme si extremn situaci, kde jsou vsechny uzlove body uvnitr

x situovany pouze na jedne strane od bodu x. Takto vytvorene tvarove funkce
mohou zpusobit vyraznou chybu resen. Z tohoto duvodu se u uloh s vyrazne nerov-
nomernym rozlozenm uzlovych bodu uzva tzv. koncept oblast vlivu, tj. ke tvorbe
tvarove funkce prslusne bodu x uzijeme uzlove body xj, jejichz lokaln oblast 
xj
obsahuje bod x.
3: Sestaven systemu rovnic
Diskretizovane rovnice mohou byt formulovany pomoc tvarovych funkc a klasicke
nebo slabe formulace ulohy. Vznikle rovnice jsou zpravidla zapisovany v maticove
forme a zarazeny do globalnch matic pro cely denicn obor ulohy.
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Pro staticke ulohy jsou globaln rovnice ve tvaru soustavy algebraickych rovnic.
U dynamickych problemu se jedna o soustavu obycejnych diferencialnch rovnic.
4: Resen globalnch rovnic
Forma resen se lis dle typu ulohy:
 Staticka uloha: Pro resen linearn algebraicke soustavy rovnic muzeme vyuzt
standartn resic linearnch algebraickych rovnic, napr. Gaussovu eliminacn
metodu. V prpade nelinearn ulohy uzijeme vhodnou linearizaci, napr. New-
tonovu metodu.
 Dynamicka uloha: Soustavu obycejnych diferencialnch rovnic resme nejcasteji
explicitn metodou (vhodne pro rychle deje, napr. srazka, exploze atd.), nebo
implicitn metodou (vhodne pro relativne pomale deje).
Poznamenejme, ze u uloh vypocetn dynamiky tekutin, dale jen CFD ulohy
(z angl. Computional Fluid Dynamics), jsou diskretizovane rovnice v zasade
nelinearn.
1.2.2 Porovnan s FEM
Nasledujc schema (obr. 1.4) ukazuje zakladn proceduru MFree metod a jej po-
rovnan s FEM. Za zmnku stoj nasledujc body.
1. Metody se zacnaj lisit ve fazi generovan ste u FEM a generovan uzlovych
bodu u MFree metod.
2. U FEM jsou tvarove funkce konstruovany na prvcch triangulace pomoc pred-
denovanych referencnch prvku, zatmco u MFree metod se tvarove funkce
konstruuj pro konkretn uzlovy bod x pomoc uzlovych bodu z lokaln oblasti

x.
3. Ve chvli, kdy je sestaven globaln diskretizovany system rovnic, se obe metody
rd stejnou procedurou.
Vidme tedy, ze mezi FEM a MFree metodami existuje mnoho spolecnych rysu,
a proto je vhodne uvazovat o vyuzit nekterych cast FEM, ktera je robustn a zcela
vyvinuta, do MFree metod, ktere jsou stale ve fazi vyvoje.
1.3 Tvarove funkce
Konstrukce tvarovych funkc zavedenych vztahem (1:1) je jednm z hlavnch temat



















pozadavky, ktere by mely
"
dobre\ tvarove funkce splnovat.




i(x) = 1; (1.2)
kde n je pocet uzlovych bodu obsazenych v 
x.
Splnenm nasledujcch pozadavku na tvarove funkce je zajistena snadna imple-
mentace a rozumna presnost MFree metod.






6. vlastnost Diracovy delta funkce
7. efektivnost
Jednotlive vlastnosti si nyn ozrejmme.
add 1 : Pozadavek libovolneho (nejen rovnomerneho) rozlozen uzlovych bodu je
zasadn pri resen praktickych problemu. Casto je nutne v urcitych mstech
zvysit pocet uzlovych bodu k dosazen pozadovane presnosti.
add 2 : Stabilitou rozumme, ze numericke resen bude ohranicene a bez oscilac.
add 3 : Pozadavek konzistence je zasadn pro presnost a konvergenci resen. Ro-
zumme tm schopnost aproximacnho schematu reprodukovat polynomy stu-
pne k (Ck konzistence, viz dale v sekci 2.2.3).
add 4 : Tvarova funkce prslusna uzlovemu bodu x je nenulova jen v male lokaln
oblasti 
x.
add 5 : Kompatibilita tvarove funkce prslusne bodu x vyjadruje hladkost (spoji-




add 6 : Vlastnost Diracovy delta funkce vyjadruje, ze tvarova funkce prslusna uzlo-
vemu bodu x je rovna jedne v uzlovem bode x, jinak je rovna nule.
add 7 : Pozadavek efektivnosti poskytuje prevenci pred prlis nakladnym konstru-
ovanm tvarovych funkc. Vyvoj efektivnch metod ke konstrukci tvarovych
funkc u MFree metod je stale ve fazi vyzkumu.
1.4 Rozdelen MFree metod
Existuje nekolik cest, jak konstruovat tvarove funkce. Dle tohoto hlediska se MFree
metody del do nasledujcch tr skupin (G.R.Liu a Y.T.Gu, 2005, [9]).
1. Metody lokaln integraln reprezentace
 Smoothed particle hydrodynamics metoda (SPH)
 Reproducing kernel particle metoda (RKPM)
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2. Metody rozvoje do konecne rady
 Moving least squares metoda (MLS)
 Point interpolation metoda (PIM)
 Finite point metoda (FPM)
3. Metody lokaln diferencialn reprezentace
 General Finite dierence metoda (GFDM)
Pro jednotlive metody budeme v dalsm textu pouzvat oznacen uvedene v
zavorce.
U metod lokaln integraln reprezentace (obr. 1.5) je funkce reprezentovana svy-
mi hodnotami v lokaln oblasti pomoc vazene integraln operace. Konzistence je
zarucena vhodne zvolenou vahovou funkc. Do teto kategorie patr casto uzvana







u(ξ)W (x− ξ, h)dξ
x
Obr. 1.5: Lokaln integraln reprezentace
Metody rozvoje do konecne rady (obr. 1.6) byly zcela vyvinuty pro FEM a nyn
nachazej vyuzit i u MFree metod, zalozenych na libovolne rozlozenych uzlovych
bodech bez vazeb. Konzistence je zajistena uplnost bazovych funkc, viz [4]. Do
teto kategorie patr MLS metoda [6], ktera patr mezi nejcasteji uzvane prstupy.
Caste je i pouzit PIM metody, uzvajc radialn bazovou funkci (RBF), tj. RPIM
metoda [15]. Do teto kategorie spada i FPM metoda [13], ktera k aproximaci vektoru
neznamych vyuzva metodu nejmensch ctvercu s vahou (WLSQ - Weighted Least
SQuares).
Metody lokaln diferencialn reprezentace (obr. 1.7) byly vyvinuty a pouzvany u
metody konecnych diferenc (FDM - Finite Dierence Method). Konzistence vychaz





<u(x)>= a0 + a1p1(x) + a2p2(x) + · · ·
x










2 + · · ·
x
Obr. 1.7: Lokaln diferencialn reprezentace
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2 MFREE METODY VE VYPOCETNI DYNA-
MICE TEKUTIN
2.1 Navierovy-Stokesovy rovnice
Pri popisu dynamiky tekutin budeme uzvat tzv. Lagrangeuv prstup a s nm souvi-




Obr. 2.1: Lagrangeuv kontroln objem
tm, ze hodnoty velicin (hustota, rychlost, energie atd.) jsou prmo spjaty s jedno-
tlivymi casticemi. Tedy, jinak receno, kazda castice si s sebou nese svoji hustotu,
rychlost, energii atd. Rovnice popisujc dynamiku tekutin vychazej z nasledujcch
tr zakonu zachovan.
1. Zakon zachovan hmoty
2. Zakon zachovan hybnosti
3. Zakon zachovan energie
Prvn zakon nam rka, ze casova zmena hmotnosti, uzavrene uvnitr Lagrangeova





m = V; (2.2)
kde m;  a V je hmotnost, hustota a objem Lagrangeova kontrolnho objemu a D
Dt
je tzv. materialova derivace (derivace podel trajektorie pohybujc se castice), viz










Tuto rovnici muzeme prepsat do tvaru (viz [10])
D
Dt
+ r  v = 0; (2.4)
kde r  v je divergence rychlosti, ktera je interpretovana jako mra casove zmeny
jednotkoveho objemu. Vztah (2.4) byva oznacovan jako rovnice kontinuity.
Zakon zachovan hybnosti, neboli 2. Newtonuv zakon, tvrd, ze celkova sla
pusobc na Lagrangeuv kontroln objem je rovna soucinu hmotnosti a zrychlen
tohoto kontrolnho objemu. Tedy plat
F = ma: (2.5)
Celkova sla se sklada z vnitrnch (gravitacnch, magnetickych atd.) a vnejsch (tla-
kovych, smykovych atd.) sil.












kde dx; dy a dz jsou rozmery Lagrangeova kontrolnho objemu. Pri rozepisovan leve
strany rovnice (2.5), ve smeru osy x, uvedeme pusobc sly jiz v upravenem tvaru.


















kde F sx (F
b
x) znac celkovou vnejs (vnitrn) slu ve smeru osy x (z. angl. surface
force, body force), p vyjadruje tlak a ij znac napet ve smeru j pusobc na rovinu
kolmou k ose i.
Po dosazen upravenych tvaru (2.6), (2.7) do x-ove slozky rovnice (2.5) a vydelen















+ F bx ; (2.8)
ktery byva oznacovan jakozto pohybova rovnice ve smeru osy x. Obdobnym zpu-
sobem obdrzme pohybove rovnice ve smeru osy y a z. Uvazujeme-li Newtonskou
tekutinu, pak je tenzor napet  prmo umerny tenzoru rychlosti deformace, ktery
budeme oznacovat symbolem ". Materialovou konstantou teto umery je dynamicka
viskozita . Tedy mame










(r  v)ij; (2.10)
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kde ij je Kroneckeruv symbol.
Zakon zachovan energie odpovda 1. zakonu termodynamiky, ktery tvrd, ze
casova zmena vnitrn energie, kterou budeme znacit symbolem e, uvnitr Lagrangeova
kontrolnho objemu je rovna souctu celkoveho tepelneho toku tmto kontrolnm obje-
mem a praci vykonane vnitrnmi a vnejsmi silami pusobcmi na kontroln objem.
Jinak receno, energie v izolovane soustave nemuze samovolne vznikat ani zanikat.
V prpade zanedban tepelneho toku a vnitrnch sil se casova zmena vnitrn ener-
gie uvnitr Lagrangeova kontrolnho objemu sklada z prace vykonane izotropickym
tlakem vynasobenym objemovou deformac a z energetickych ztrat zaprcinenych













































Obdrzeli jsme tedy system parcialnch diferencialnch rovnic v Lagrangeove tvaru
popisujcch dynamiku tekutin, ktere jsou zname jakozto Navierovy-Stokesovy rov-
nice. Tyto rovnice si nyn uvedeme v komprimovanem tvaru, kde indexy ; ; 
vyjadruj souradnicove smery. V teto praci budeme uzvat tzv. Einsteinovu sumacn




























Ve vyse uvedenych rovnicch symbol  znac tenzor napet, pricemz
 =  p + ; (2.15)
kde (uvazujeme Newtonskou kapalinu)















Tlak p se v prpade stlacitelne tekutiny vypocte ze stavove rovnice
p = (  1)e; (2.18)
kde  je tzv. Poissonova konstanta. U nestlacitelnych tekutin se casto zavad tzv.
umela stlacitelnost (viz dale v sekci 2.2.5).
Vztahy (2.15),(2.16), (2.17) resp. (2.18) byvaj oznacovany jako konstitucn vzta-
hy resp. stavova rovnice. Uzitm techto konstitucnch vztahu je mozne pro konstantn























ve kterych je oddelena tlakova a viskozn slozka.
2.2 SPH metoda
Smoothed Particle Hydrodynamics, neboli SPH metoda, je zakladnm zastupcem
MFree metod a patr do kategorie metod lokaln integraln reprezentace. Pouzva
se k resen parcialnch diferencialnch rovnic aproximac neznamych funkc a jejich
prostorovych derivac, coz produkuje system obycejnych diferencialnch rovnic, ktery
nejcasteji resme explicitnmi metodami.
2.2.1 Formulace
Aproximace funkce
Formulace SPH metody vychaz z nasledujc integraln reprezentace. Uvazujme






kde (x  ) je Diracova delta funkce.
Integraln reprezentace funkce u(x), uvedena v rovnici (2.21), je presna, ale ne-
pouzitelna pro numericke resen.
Z tohoto duvodu se uzva nasledujc lokaln integraln reprezentace funkce, ktera







u()W (x  ; h)d; (2.22)
kde W (x  ; h) je vahova funkce (vyhlazovac funkce, jadrova funkce), pricemz h je
vyhlazovac delka, ktera urcuje velikost lokaln oblasti 
x  RN takovym zpusobem,
ze 
x = f 
 jx  j < h g, kde  je vhodne zvolena konstanta.
Poznamenejme, ze vztah (2.22) je aproximac funkce u(x). Dale budeme uzvat






u()W (x  ; h)d; (2.23)
ktery byva konvencne oznacovan jako jadrova aproximace funkce u(x).
K praktickemu vypoctu je nutne aproximaci (2.23) diskretizovat do tvaru nasle-





u(j)W (x  j; h)Vj; (2.24)
kde n znac pocet castic v lokaln oblasti 






kde mj znac hmotnost castice j a j je hustota castice j.








ktery byva casto oznacovan jako casticova aproximace funkce u(x).
Poznamenejme, ze aproximace (2.26) odpovda aproximaci (1.1) zavedene pro
obecnou MFree metodu, kde funkce j(x) ma tvar






Pri odvozen aproximace prostorove derivace ru(x) vyjdeme ze vztahu (2.23), kde





[r  u()]W (x  ; h)d; (2.28)









u()  rW (x  ; h)d: (2.29)
Prvn integral prave strany rovnice (2.29) prevedeme pomoc Greenovy vety na in-








u()W (x  ; h)  nd@
x; (2.30)
kde n je jednotkovy vektor normaly k hranici @
x.
Za predpokladu, ze vahova funkce W je na hranici @
x nulova, muzeme integral
pres hranici @
x, na prave strane rovnice (2.30), polozit roven nule. S vyuzitm
tohoto predpokladu a po dosazen do rovnice (2.29) dostavame vysledny vztah




u()  rW (x  ; h)d (2.31)
pro aproximaci prostorove derivace. Muzeme si rovnez povsimnout, ze aproximace
prostorove derivace funkce u se urc pouze pomoc hodnot funkce u a derivac vahove
funkce W nikoliv pomoc derivac samotne funkce u. Je tedy vhodne volit vahove
funkce, u kterych snadno obdrzme jejich derivaci, napr. polynomicke funkce, po
castech polynomicke funkce (splajny) atd.
Poznamka 2.1. Vahove funkce je mozne zapisovat ve tvaru
W (x  ; h)  W (R; h) = d(h) WR(R)  d WR;
kde d = d(h) je funkce vyhlazovac vzdalenosti h, ktera je konstruovana tak,
aby byla splnena podmnka normality dana vztahem (2.34), symbol R znac relativn












x. Je-li napr. 
x koule, pak h je jej polomer.
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Pri diskretizaci vztahu (2.31) budeme postupovat obdobnym zpusobem jako v




















pricemz rj = jx  jj.
Ze vztahu (2.26), (2.32) obdrzme numericke hodnoty funkce u a take hodnoty
jejch prostorovych derivac pomoc tzv. casticove aproximace. Tento typ aproximace
je charakteristicky tm, ze k aproximaci funkce u v bode x vyuzvame pouze castice
lezc uvnitr male lokaln oblasti 
x, pricemz body x mezi sebou nemaj zadnou
preddenovanou vazbu, tj. netvor st'. Toto je podstata SPH metody a take hlavn
rozdl v porovnan s tradicnmi numerickymi metodami.
2.2.2 Vahove funkce
Vahove funkce patr k nejdulezitejsm tematum MFree metod. Nejenze urcuj sa-
blonu pro funkcn aproximaci, ale urcuj take stupen konzistence (viz dale v sekci
2.2.3) a tm i celkovou presnost aproximace. Navc konvergence lokaln integraln
reprezentace zavis pouze na vlastnostech vahovych funkc W , ktere v teto casti
uvedeme spolecne s prklady nejcasteji pouzvanych vahovych funkc.
Vlastnosti




W (x  ; h)d = 1: (2.34)
Dalsm minimalnm pozadavkem je podmnka kompaktnosti
W (x  ; h) = 0 pro 8 =2 
x; (2.35)
ktera nam zaruc, ze aproximace <u(x)> zavis pouze na hodnotach funkce u v
uzlovych bodech uvnitr lokaln oblasti 
x. Poslednm minimalnm pozadavkem je
vlastnost Delta funkce, tj.
lim
h!0
W (x  ; h) = (x  ): (2.36)
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Tato podmnka slouz vyhradne k explicitnmu sledovan, zda-li metoda konverguje.
Dale si uvedeme pozadavky, ktere maj spse fyzikaln vyznam a zajist'uj smy-
sluplnou interpretaci zkoumaneho jevu. Jedna se predevsm o podmnku pozitivity
W (x  ; h) > 0 pro 8 2 
x; (2.37)
napr. hustota nemuze nabyvat zapornych hodnot. Dale se jedna o pozadavek, ktery
vyjadruje, ze pusoben castice na jinou castici klesa se vzrustajc vzdalenost mezi
temito casticemi. Tedy vahova funkce W je ryze klesajc funkc, tj.
81; 2 2 
x; jx  1j < jx  2j ) W (x  1; h) > W (x  2; h); (2.38)
kde jx  j znac Euklidovskou vzdalenost bodu x od bodu .
Dals pozadavky na vahovou funkci W , ktere si zde uvedeme, maj vest ke
zlepsen aproximace. Jedna se predevsm o podmnku symetrie, tj.
81; 2 2 
x; jx  1j = jx  2j ) W (x  1; h) = W (x  2; h): (2.39)
Posledn podmnkou je pozadavek na dostatecnou hladkost vahove funkce. Obvykle
plat, ze hlads vahova funkce vede k lepsm vysledkum.
Prklady
Nyn uvedeme prklady nejpouzvanejsch vahovych funkc, ktere byly zkonstruovany
na zaklade vyse uvedenych vlastnost. Poznamenejme, ze je velice obtzne sestrojit
vahovou funkci tak, aby splnovala vsechny vyse uvedene vlastnosti a zaroven mela
dostatecne jednoduchy tvar k zajisten efektivnosti cele metody.
Vahove funkce byly v ramci teto prace prevedeny do tvaru pro obecny parametr
. Volba tohoto parametru je velmi dulezita, protoze urcuje velikost lokalnch oblast
a tm i pocet uzlovych bodu urcenych k aproximaci. Uvedeme si tedy doporucene
hodnoty  pro jednotlive vahove funkce podle [8] a [10].
Poznamka 2.2. V grafech vahovych funkc W bude vykresleno sude rozsren
W^R  W^R(R) funkce WR, tj.
W^R(R) = WR(R) pro 0  R  1;
W^R(R) = WR( R) pro   1  R < 0:





ktere byly modikovany tak, aby




V dnesn dobe nejrozsrenejs vahovou funkc je tzv. kubicky splajn (Monaghan
a Lattanzio, 1985), znamy take jako B-splajn (obr. 2.2), dany vztahem













 R < 1;











pro N = 1; 2; 3. V literature [10] je doporuceno  = 2.


















Dals pouzvanou vahovou funkc je kvarticka funkce (G.R.Liu, 2002) znazornena
na obr. 2.3. Tvar teto funkce je











R4 pro 0  R < 1;











pro N = 1; 2; 3. Doporuceno  = 2, [10].
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Obr. 2.3: kvarticka funkce
Pri porovnan techto dvou vahovych funkc si muzeme povsimnout nekolika
vyhod kvarticke funkce oproti kubickemu splajnu.






(x  )2W (x  ; h)d:
2. Hlads vahova funkce vede obecne k vets stabilite resen. Z grafu je patrne,
ze kvarticka funkce ma hlads druhou derivaci nez po castech linearn druha
derivace kubickeho splajnu.
3. Kvarticka funkce ma jednoduss tvar.
Jedinou nevyhodou kvarticke funkce je nenulovost druhe derivace na hranici lokaln
oblasti, viz obr. 2.3.
Dals moznost je pouzit splajnu vyssch radu (kvarticky, kvinticky), ktere lepe
aproximuj Gaussovu funkci e R
2
a jsou stabilnejs. Tedy kvinticky splajn (Morris,
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1996) na obr. 2.4 ma tvar






(2  3R)5 + 5
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(2  3R)5 pro 1
3







 R < 1;











pro N = 1; 2; 3. Doporuceno  = 3, [10].

















Obr. 2.4: kvinticky splajn
Zastupcem trdy Gaussovych funkc je nasledujc exponencialn funkce (obr. 2.5)
dana vztahem
W (R; h) = d 
8<: e
 (3R)2 pro 0  R < 1;











pro N = 1; 2; 3. Uved'me, ze Gaussovy funkce
nejsou spojite na hranici @
x a tudz nesplnuj podmnku hladkosti vahovych funkc.
Z tohoto duvodu je nutne volit  dostatecne velke tak, aby vahova funkce byla
"
skoro\ nulova na @
x a zaroven dostatecne male, aby nedochazelo k nezadoucmu
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vyhlazovan. V literature [10] se doporucuje volit  = 3 resp. v jine knize [8] je
doporuceno  = 3;3.

















Obr. 2.5: exponencialn funkce
K simulaci vysokorychlostnch narazu je vhodne pouzvat kvadratickou funkci
(Johnson, 1966) znazornenou na obr. 2.6. Tato funkce je dana vztahem









R2 pro 0  R < 1;











pro N = 1; 2; 3. Doporuceno  = 2, [10].
Vsechny vahove funkce jsou konstruovany tak, aby co nejlepe vystihovaly tvar
Gaussovy funkce, ktera je povazovana za tzv.
"
zlatou\ volbu. Gaussova funkce vsak
konverguje velmi pomalu k nule, coz by melo za nasledek velkou lokaln oblast 
x
a velky pocet aproximujcch castic. Tento problem lze resit vhodnym nastavenm
parametru , viz (2.43). Pro nektere ulohy je tedy mnohem vhodnejs pouzt vahove
funkce ve tvaru polynomu ci splajnu, zejmena kubickeho splajnu (2.40) a kvarticke
funkce (2.41).
2.2.3 Konzistence
Pod pojmem konvergence u MFree metod rozumme, stejne jako u FEM, ze nume-
ricke resen obdrzene MFree metodou se mus blzit k presnemu resen, pokud se
36

















Obr. 2.6: kvadraticka funkce
vzdalenost mezi uzlovymi body blz k nule. K zajisten konvergence u MFree metod
je zapotreb, aby SPH aproximace splnovala jisty rad konzistence. Pojem konzistence
aproximace uzce souvis s reprodukc polynomu, pomoc nz si konzistenci zavedeme.
Pokud aproximace dokaze reprodukovat presne polynomy stupne k, tj.
<f(x)>= f(x); (2.45)
kde f(x) je polynom stupne k, pak rekneme, ze aproximace je konzistentn radu k,
tj. Ck konzistentn.
Konkretne u metody SPH, ktera vychaz z lokaln integraln reprezentace (2.23),
dostaneme podmnku pro zarucen C0 konzistence nasledujcm zpusobem. Pozadu-
jeme, aby aproximace reprodukovala presne polynom 0-teho stupne tj. konstantn





cW (x  ; h)d = c; (2.46)
coz nam po vydelen konstantou c dava vztahZ

x
W (x  ; h)d = 1; (2.47)
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ktery odpovda podmnce normality (2.34). Vidme tedy, ze SPH aproximace je
minimalne C0 konzistentn, protoze podmnka normality patr mezi minimaln poza-
davky vahovych funkc W .
Nyn vysetrme, zda-li je SPH aproximace C1 konzistentn. Predpokladejme line-
arn funkci u() = c0+ c
T
1 , kde c0 je konstanta a c1 je konstantn vektor. Substituc







1 )W (x  ; h)d: (2.48)
Pro zarucen C1 konzistence mus platit
<u(x)>= c0 + c
T
1 x: (2.49)









1 )W (x  ; h)d; (2.50)




W (x  ; h)d = x: (2.51)
Obdobnym zpusobem zskame podmnky konzistence vyssch radu. Muzeme tedy
zavest nasledujc denici.




lW (x  ; h)d = xl pro l = 0; 1; : : : ; k: (2.52)
K lepsmu porozumen podmnky (2.51), pro C1 konzistenci, nam dopomuze
nasledujc veta.
Veta 2.1. SPH aproximace je C1 konzistentn prave tehdy, kdyz je C0 konzis-
tentn a zaroven prslusna vahova funkce W je sudou funkc.
Dukaz.
"
)\: Predpokladame platnost podmnek pro C1 konzistenci, tj. (2.47),




xW (x  ; h)d = x: (2.53)
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Nyn odecteme rovnici (2.51) od rovnice (2.53) a mameZ

x
(x  )W (x  ; h)d = 0; (2.54)
kde dany integral je tzv. prvn moment vahove funkce W . Z rovnosti (2.54) plyne,
ze W mus byt suda funkce.
"
(\: Predpokladame platnost podmnky pro C0 konzistenci (2.47) a platnost vztahu
(2.54), ktery zarucuje sudost vahove funkce W . Obdobne jako v prvn casti dukazu
vynasobme rovnici (2.47) vyrazem x a obdrzme vztah (2.53). Po odecten rovnice
(2.54) od rovnice (2.53) zrejme dostaneme vztah (2.51), ktery zarucuje C1 konzis-
tenci SPH aproximace. 2
Objasnili jsme si tedy duvod, proc je vhodne volit vahove funkce W jakozto
sude funkce. V prpade splnen podmnky pro C0 konzistenci nam ihned zaruc
C1 konzistenci SPH aproximace. Navc vidme, ze rad konzistence zavis pouze na
vlastnostech vahovych funkc.
2.2.4 Diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic
V teto casti uvedeme zpusoby diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic zave-
denych v casti 2.1 pomoc casticove aproximace funkce (2.26) a casticove aproximace
prostorove derivace funkce (2.32).









kde uj  u(j) a vahova funkce
Wij  W (xi   j; h):




























Prvnm prstupem je tzv. sumacn metoda, ktera je odvozena prmym aplikovanm





kde i znac casticovou aproximaci hustoty i-teho uzloveho bodu (i-te castice) de-
nicnho oboru 
, n je pocet castic v lokaln oblasti i-te castice 
i  
xi a mj znac
hmotnost j-te castice.
Z rovnice (2.57) je patrna podstata sumacn metody, tj. hustota castice je aproxi-
movana pomoc vazeneho prumeru hustot castic v lokaln oblasti teto castice. Vyho-
dou tohoto prstupu je, ze hmotnost je zachovana presne. Hlavn nevyhodou je vsak
tzv.
"
edge\ efekt, ktery zpusobuje nepresne vysledky v blzkosti hranice denicnho
oboru, coz lze resit pomoc vhodne zvolene okrajove podmnky (viz dale) a navc
tento efekt zpusobuje tzv. vyhlazovan na rozhranch latek s odlisnou hustotou.
Pri snaze odstranit negativn vlastnosti sumacn metody zacaly vznikat jej mo-











ktera zlepsuje presnost v blzkosti hranice denicnho oboru a v blzkosti rozhran
dvou latek, pokud je sumace brana pouze pres castice stejne latky.
Dalsm prstupem je tzv. kontinuitn metoda, prmo vychazejc z rovnice kontinu-
ity (2.12). Existuje nekolik variant tohoto prstupu, z nichz nejpouzvanejs vznikne
















































Pravou stranu rovnice (2.59) muzeme upravit do tvaru
nX
j=1















kde vij je relativn rychlost dana vztahem
vij = v

i   vj :
Rovnice (2.61) ukazuje, ze casova zmena hustoty castice je uzce spjata s rela-
tivnmi rychlostmi mezi touto castic a casticemi v jej lokaln oblasti, pricemz gra-
dient vahove funkce urcuje prspevek techto relativnch rychlost. Vyhodou tohoto
prstupu je neexistence
"
edge\ efektu a take mens vypocetn narocnost. Nicmene
hmotnost nen zachovana presne.
Pri simulovan obecneho prouden tekutin je pro aproximaci hustoty doporuco-
vana normalizovana sumacn metoda (2.58) a pri simulacch jevu s velkou nespoji-
tost (exploze, vysokorychlostn srazky) je preferovana kontinuitn metoda (2.61).
Aproximace pohybovych rovnic
Pri odvozovan casticove aproximace pohybovych rovnic (2.13) se vychaz z upra-
vene rovnice (2.19) oddelujc tlakovou a viskozn slozku. Postup je obdobny jako u
kontinuitn metody a ruzne transformace mohou vest k ruznym aproximacm. Casto



















































































Aproximaci "j obdrzme obdobnym zpusobem.
Poznamenejme, ze Navierovy-Stokesovy rovnice jsou parcialn diferencialn rov-
nice druheho radu (PDR2), obsahujc druhe derivace rychlost podle prostorovych
promennych. Pri diskretizaci si ovsem vystacme pouze s aproximac prvn prosto-
rove derivace, kterou nejdrve vyuzijeme k urcen " a pote k vypoctu Dv=Dt.
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Aproximace energie
Pri uvaden casticove aproximace rovnice energie (2.14) budeme opet vychazet z
upravene rovnice (2.20) oddelujc tlakovou a viskozn slozku. Nejrozsrenejs jsou









































Ukazali jsme si mozne zpusoby aproximace Navierovych-Stokesovych rovnic a
poznamenejme, ze v prpade zanedban viskoznho clene v rovnicch (2.62), (2.63) a
(2.65), (2.66), obdrzme Eulerovy rovnice.
2.2.5 Numericke aspekty
V teto casti si uvedeme casto pouzvane techniky slouzc predevsm ke zvysen
stability a presnosti resen.
Promenliva vyhlazovac delka
Pripomenme, ze vyhlazovac delka h urcuje velikost lokaln oblasti h, a tm i pocet
castic pouzitych pri aproximaci. Mala hodnota h zaprcin nzkou presnost. Na-
opak, pokud je hodnota h prlis velka, dochaz k vyhlazovan lokalnch vlastnost,
coz rovnez negativne ovlivnuje presnost resen a navc se zvysuje casova narocnost
metody. Obvykle volme h tak, aby lokaln oblast obsahovala zhruba 5; 21; 57 castic
pro dimenzi N = 1; 2; 3 v tomto porad. Existuje nekolik prstupu pro vypocet
vyhlazovac delky tak, aby pocet castic v lokaln oblasti byl po celou dobu resen
zhruba konstantn. Poznamenejme, ze h = h(t):








kde h0 = h(0) a 0 = (0).










ktery muze byt aproximovan pomoc casticove aproximace a vyhodnocovan para-
lelne s ostatnmi diferencialnmi rovnicemi.
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Symetrizace vyhlazovacch delek
Symetrizace vyhlazovacch delek hma za ukol zajistit platnost 3. Newtonova zakonu.
Tedy, pokud castice i pusob na castici j silou Fij, pak castice j pusob na castici






kde hi; hj jsou vyhlazovac delky prslusne casticm i; j.
Tento prstup se vyuzva pri vyhledavan sousednch castic (viz dale) a nasledne
pri vycslen vahove funkce W a jej prostorove derivace tak, ze pouzijeme hij msto
h.
Poznamenejme, ze vztah (2.69) odpovda aritmetickemu prumeru jednotlivych
vyhlazovacch delek. Dale lze pouzt geometricky prumer a maximaln, nebo mi-
nimaln hodnotu z jednotlivych vyhlazovacch delek.
Umela viskozita
Pri snaze simulovat razove vlny je potreba zabranit nefyzikalnm oscilacm v nume-
rickem resen, tzv. numerickym oscilacm. Vliv techto oscilac casto znehodnot celou
simulaci. Prvn z moznost, jak tento problem resit, je dostatecne zmensen casoveho
kroku, coz podstatne zvys casovou narocnost vypoctu. Dale se k odstranen nu-
merickych oscilac pouzva tzv. umela viskozita, ktera ma za ukol rozsrit razovou
vlnu a regulovat tmto numerickou nestabilitu zpusobenou nespojitost. Nejcasteji se
pouzva Monaghanuv typ umele viskozity ij, ktery mimo jine bran i nefyzikalnmu





pro vij  xij < 0;





jxijj2 + 2 ; cij =
1
2




pricemz xij = xi xj; vij = vi vj: ;  jsou konstanty (obvykle  =  = 1),
 = 0;1hij je faktor branc singularite v prpade jxijj2 ! 0 a c je rychlost zvuku.
Umela viskozita se obvykle pridava do tlakoveho clene Navierovych-Stokesovych
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Uvazujeme-li stlacitelnou tekutinu, pak se tlak vypocte ze stavove rovnice pro idealn
plyn
p = (  1)e; (2.73)
kde konstanta  = cp
cv
, pricemz cp resp. cv je merna tepelna kapacita za konstantnho
tlaku resp. objemu. Pro vzduch klademe  = 1;4.
U nestlacitelnych tekutin ovsem nastava problem, jak urcit tlakovy clen z pohy-
bovych rovnic. Jednou z moznost je predpoklad konstantn hustoty, coz nen prlis
vhodne. Mnohem efektivnejs postup je zaveden tzv. umele stlacitelnosti, vychazejc
z predpokladu, ze kazda teoreticky nestlacitelna kapalina je prakticky
"
temer\ stla-
citelna. Pri modelovan nestlacitelneho prouden se casto pouzva nasledujc vztah
p = c2; (2.74)
kde c je rychlost zvuku.










kde B je parametr (obvykle B = p0), 0 je referencn hustota a  je konstanta
(vetsinou  = 7).
Okrajove podmnky
Okrajove podmnky jsou obecne v SPH metode velky problem. Resme otazku, jak
vhodne denovat okrajovou podmnku, aby castice
"
neunikly\ z denicnho oboru
ulohy. Dale se budeme zabyvat konzistenc v blzkosti hranice.




Obr. 2.7: Virtualn castice
Tyto castice jsou situovany na hranici denicnho oboru a pusob odpudivou silou


























kde r0 je vzdalenost urcujc oblast pusobnosti virtualnch castic. Tedy castice, ktere
maj od virtualnch castic vzdalenost mens nez r0, jsou odpuzovany. Pokud je hod-
nota r0 prlis velka, castice jsou odpuzovany jiz v pocatecnm rozestaven a vznikle
vlny, postupujc od hranice, mohou znehodnotit celou simulaci. Naopak pokud je
hodnota r0 prlis mala, muze dojt k uniku castic z denicnho oboru. D; p1; p2 jsou
vhodne zvolene parametry, ktere vyrazne ovlivnuj pusoben hranicnch castic na
castice uvnitr denicnho oboru.
Vidme tedy, ze pouzit virtualnch castic je jakousi alchymi v nastavovan
velkeho mnozstv parametru, ktere podstatne ovlivnuj resen. Navc tento prstup
porusuje podmnku pro C1 konzistenci aproximace v blzkosti hranice, coz je zpuso-
beno useknutm nosice vahove funkce na hranici denicnho oboru, ktera pote nen






Obr. 2.8: Prklad 1D ulohy, castice j lez v blzkosti hranice
45
Mnohem leps variantou je pouzit tzv. ktivnch castic, viz obr. 2.9, (v lit.














Obr. 2.9: Fiktivn castice
stenu, ktera je konstruovana v kazdem casovem kroku na zaklade polohy a vlast-
nost
"
vnitrnch\ castic v blzkosti hranice. Fiktivn castice se vytvar symetricky
(vzhledem k hranici, neboli pevne stene) k casticm v blzkosti hranice. Vlastnosti
ktivnch castic zavis na pozadovanych vlastnostech hranice, napr. nekluzka/kluzka
stena (no-slip/free-slip condition) atd. Predpokladejme rychlost castice v blzkosti
hranice v = (v vn)>, kde v ; vn je tangencialn a normalova slozka rychlosti castice
vzhledem k pevne stene. Pak v prpade pevne kluzke steny mame
vf = v
 ; (2.77)
vnf =  vn; (2.78)





> je rychlost ktivn castice prslusne k castici v blzkosti hranice,
viz obr. 2.9.
Pouzit ktivnch castic zarucuje C1 konzistenci aproximace z duvodu, ze vnitrn
castice v blzkosti hranice jsou podporovany i ktivnmi casticemi v jejich lokaln




Pripomenme, ze diskretizac Navierovych-Stokesovych rovnic vznikne soustava oby-
cejnych diferencialnch rovnic 1. radu (SODR1). K resen teto SODR1 se pouzvaj
predevsm explicitn metody, napr. Leap-Frog metoda (LF) a Rungeovy-Kuttovy
metody (RK). LF je metoda 2. radu a prava strana se v kazdem casovem kroku
vyhodnocuje pouze jednou, coz je vyhoda z hlediska casovych naroku. Konstantn
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nastaven casoveho kroku muze v nekterych ulohach zpusobovat nestabilitu a proto
se take pouzva RK s adaptivnm casovym krokem, ktery je volen tak, aby byla
splnena CFL podmnka (Courant-Friedrichs-Levy condition).
Vyhledavan sousednch castic
Proces vyhledavan sousednch castic (zkr. NNPS, z angl. nearest neighboring par-
ticle searching), ktere patr do lokaln oblasti uvazovane castice, je obecne velice
casove narocny. Mus se provadet v kazdem casovem kroku vypoctu z duvodu neexi-
stence vazby mezi jednotlivymi casticemi (uzlovymi body).
Pri samotnem vyhledavan sousednch castic se vyuzva symetrizace vyhlazo-
vacch delek hij. Rekneme, ze castice j je sousedn s castic i prave tehdy, kdyz
rij < hij; (2.79)
kde rij = jxijj = jxi   xjj je vzdalenost castic, tj. castice navzajem lez ve svych
"
prumernych\ lokalnch oblastech.
Prvnm prstupem je all-pair metoda. Jedna se o implementacne nejjednoduss
metodu, ktera ke kazde castici i denicnho oboru vypocte vsechny vzdalenosti rij
pro j = 1; : : : ; n, kde n je celkovy pocet castic denicnho oboru. Sousedn castice
urcme dle vztahu (2.79). Slozitost tohoto algoritmu je O(n2) a proto je pouzitelny
pouze pro ulohy s malym poctem castic.
Dals moznost je linked-list metoda. Hlavn myslenka tohoto prstupu je na-
sledujc. Rozdelme denicn obor na ctvercove (2D) resp. krychlove (3D) podob-
lasti vytvarejc pravidelnou mrzku. Delka strany podoblasti je volena jako veli-
kost lokaln oblasti (prumerna). Vysledne vyhledavan sousednch castic castice i se
provad pouze v podoblasti, kde dana castice lez a v podoblastech, ktere s touto
podoblast soused. Tedy vyhledavan je provadeno pouze pres 3; 9; 27 podoblast pro
N = 1; 2; 3 v tomto porad, kde N je dimenze prostoru. Slozitost tohoto algoritmu
je radu O(n) a je efektivn pro ulohy s konstantn vyhlazovac delkou.
Pro problemy s promenlivou vyhlazovac delkou se pouzva tree metoda. Zakla-
dem tohoto prstupu je vytvoren stromove struktury nad denicnm oborem ulohy,
ktery rozdelme na kvadranty a pokud nektery z nich obsahuje vce nez jednu castici,
opet jej rozdelme na kvadranty. Cely postup opakujeme a ukoncme jej v prpade,
kdy listy stromu obsahuj maximalne jednu castici. Samotne vyhledavan sousednch
castic castice i spocva v prohledavan jednotlivych vetv stromu, ktere maj ne-
prazdny prunik s ctvercem (2D) resp. krychl (3D) se stredem v poloze castice i a
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stranou delky 2h = 2d, kde d je velikost lokaln oblasti castice i. Slozitost teto
metody je radu O(n log n). Ukazalo se, ze tree metoda je velice efektivn v ulohach
s velkym poctem castic a promenlivou vyhlazovac delkou.
2.3 RKPM
Reproducing kernel particle metoda patr do kategorie lokalnch integralnch metod
a je modikac SPH metody zavedene v casti 2.2. Tato metoda zavad do SPH
formulace korekcn funkci zajist'ujc C1 konzistenci aproximace, zejmena vylepsuje






u()C(x; )W (x  ; h)d; (2.80)
kde C(x; ) je korekcn funkce. V prpade N = 1 ma korekcn funkce nasledujc tvar
C(x; ) = c1(x) + c2(x)(   x); (2.81)
kde c1(x); c2(x) jsou koecienty, ktere byly zkonstruovany tak, aby byla zarucena









kdem0;m1;m2 jsou momenty vahove funkceW , pricemz k-ty moment vahove funkce
W je denovan predpisem
mk(x) =
Z
kW (x  )d: (2.84)
Po diskretizaci lokaln integraln reprezentace (2.80) obdrzme casticovou apro-








Poznamenejme, ze aproximace (2.85) odpovda aproximaci (1.1) zavedene pro
obecnou MFree metodu, kde funkce j(x) ma tvar





3 SHOCK TUBE 2D ULOHA
V teto casti si ukazeme vysledky tzv. shock tube ulohy ve 2D obdrzene pomoc
programu zalozenem na metode SPH zavedene v sekci 2.2. Jedna se o srovnavac
numerickou ulohu, tzv. benchmark, ktery slouz k ukazce schopnosti numericke me-
tody vyporadat se s nespojitost. Navc zname presne resen teto ulohy v 1D a tudz
jej vyuzijeme pri porovnan s obdrzenymi vysledky 2D ulohy.
Program slouzc k vypocetn casti byl napsan v programovacm jazyku Fortran
(Intel(R) Visual Fortran Compiler Professional 11.1.067) ve vyvojovem prostred
MS Visual Studio 2008 pro .NET Framework verze 3:5. Jako podklad byl vyuzit
SPH zdrojovy kod z knihy [10]. Post-processing, tj. vykreslovan grafu jednotlivych
promennych, byl realizovan pomoc software matlab verze 7:11:0 (R2010b).
3.1 Popis ulohy
Shock tube 2D ulohou rozumme zkouman jevu, ktery nastane v nadobe po od-
stranen tzv.
"
pomyslne\ prepazky oddelujc dve ruzne (hustota, tlak a energie)
tekutiny, viz obr. 3.1 Na pocatku je tekutina v obou castech nadoby v rovnovaznem
prˇepa´zˇka
Obr. 3.1: shock tube 2D uloha
stavu s konstantn hustotou, tlakem a energi. Po odstranen prepazky budeme sle-




Pocatecn podmnky byly prevzaty z (L. Hernquist, 1989, [5]) pro 1D ulohu, tj.
L = 1; pL = 1; vL = 0; pro x < 0;
R = 0:25; pR = 0:1795; vR = 0; pro x  0:
Predpokladame, ze obe tekutiny splnuj vlastnosti idealnho plynu, tzn. pocatecn




V simulaci bylo pouzito 3200 castic, konkretne 320 v ose x a 10 v ose y. Rozmery
denicnho oboru (nadoby) jsou xl = 0;8 a yl = 0;025. Rozestupy mezi jednotlivymi
casticemi jsou konstantn, tj. dx = dy = 2;5  10 3. Stred nadoby je umsten v
pocatku soustavy souradnic, tj. x = 0; y = 0. Rozmsten castic je patrne z obr. 3.2,









Obr. 3.2: Pocatecn rozmsten castic
Okrajova podmnka je nastavena jakozto pevna kluzka stena, tj. vn = 0. Koncovy
cas simulace byl nastaven na hodnotu t = 0;2 s.
Vzhledem k predpokladu, ze tekutiny jsou idealn plyny, vystacme pri resen




Shock tube uloha je obecne velmi rychly dej, tudz lze usuzovat na velkou citlivost
vzhledem k volbe parametru, coz se prokazalo i testovanm. K dosazen
"
spravneho\
nastaven techto parametru, ktere zajist dostatecne priblzen k presnemu resen, je
obvykle zapotreb mnoho usil.
Nyn si uvedeme volbu parametru pro shock tube 2D ulohu, kterou se podarilo
zskat na zaklade mnoha testu.
Vahova funkce: Vlastnosti a prklady techto funkc jsme si zavedli v casti 2.2.2. Pro
shock tube ulohu byla zvolena exponencialn vahova funkce (2.43). I pres velkou
nevyhodu ve forme globaln nespojitosti (nenulovost na hranici lokalnch oblast)
splnuje exponencialn funkce podmnku hladkosti vsech radu uvnitr lokaln oblasti
(spojitost vsech derivac), ktera je pro tento typ ulohy prioritn. Pripomenme, ze
hlads vahova funkce zajist'uje vets stabilitu resen. Pri testovan dalsch vahovych
funkc, tj. kubicky splajn (2.40) a kvinticky splajn (2.42), dochazelo ke znacnym
oscilacm v resen.
Zmena vyhlazovac delky: Testovali jsme obe varianty pro zmenu vyhlazovac delky
zavedene v sekci 2.2.5. Prvn varianta dana vztahem (2.67) byla pro ucely testovan
tohoto parametru doprogramovana do SPH kodu. K simulaci jsme nicmene vy-
brali druhou variantu danou vztahem (2.68), protoze na zaklade testovan byla
prokazana vets presnost. Moznost ponechat vyhlazovac delku beze zmeny jsme
zamtli. Duvodem je znacna zmena hustoty behem simulace.
Vyhledavan sousednch castic: Z duvodu popsanych v casti 2.2.5, tj. velke mnozstv
castic a promenliva vyhlazovac delka, byla k vyhledavan sousednch castic pouzita
tree metoda.
Vypocet hustoty: Vzhledem k vlastnostem jednotlivych prstupu popsanych v sekci
2.2.4 byla k vypoctu hustoty zvolena kontinuitn metoda (2.61). Pri pouzit sumacn
metody dochazelo k nezadoucmu vyhlazovan nespojitost (
"
edge\ efekt), coz jsme
ocekavali vzhledem k principu teto metody.
Umela viskozita: K odstranen oscilac, ktere vznikaly v mstech nespojitosti, byla
pouzita umela viskozita zavedena v casti 2.2.5.
Casovy krok: Z charakteru ulohy je patrne, ze se jedna o velice rychly dej a tudz je
k zajisten stability nutny dostatecne maly casovy krok. Po testech byl casovy krok
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nastaven na hodnotu dt = 0;0005 a k dosazen koncoveho casu simulace t = 0;2 bylo
tedy zapotreb 400 kroku.
Okrajove podmnky: V sekci 2.2.5 jsme si ukazali, ze SPH metoda ve spojen s
virtualnmi casticemi nesplnuje podmnku C1 konzistence v blzkosti hranice de-
nicnho oboru, coz je zpusobeno useknutm nosice prslusnych vahovych funkc,
ktere pote nejsou sudymi funkcemi, viz obr. 2.8. Tento problem odstranuje prave
pouzit ktivnch castic, ktere se nachazej za hranic denicnho oboru a tm zarucuj
C1 konzistenci i v blzkosti hranice.
Nyn si zde uvedeme implementacn obtze a zpusob jejich resen pri pouzit
techto okrajovych podmnek.
 Virtualn castice: Zde jsme resili problem, jak nastavit odpudivou slu do-
statecne velkou, aby castice
"
neunikly\ z denicnho oboru a dostatecne ma-
lou, aby pusoben virtualnch castic neznehodnotilo resen. Jedna se tedy o
jakysi kompromis, ktery se pro klasicke rozestaven techto castic (na hranici
denicnho oboru) nepodarilo nalezt. Tento problem se podarilo vyresit tak,
ze obdelnk tvoreny virtualnmi casticemi se na kazde strane zvetsil o dx=2








Obr. 3.3: Nova pozice virtualnch castic
bran casticm v uniku z denicnho oboru a zaroven je dostatecne mala.
Parametry odpudive sly dane vztahem (2.76) byly nastaveny na hodnoty
r0 = 2:5  10 3; D = 10 3; p1 = 9:5 a p2 = 4.
Zvolili jsme tento prstup, protoze zachovava pocet castic i jejich rozestupy.
Nicmene dojde ke zvetsen denicnho oboru o dx v kazdem souradnicovem
smeru. Pri striktnm pozadavku na zachovan denicnho oboru by bylo nutne
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zmenit rozestaven castic (pocet, rozestupy).
 Fiktivn castice: U tohoto prstupu jsme resili problem, jak nastavit vlastnosti
a pozice ktivnch castic, ktere se vytvar k casticm umstenym v
"
rozch\
denicnho oboru. S vyuzitm [2] se podarila vyresit pozice ktivnch castic.
Tedy k castici i v
"
rohu\ denicnho oboru se vytvor vzdy tri ktivn castice



























Obr. 3.4: Pozice a rychlosti ktivnch castic prslusnych k castici i
vhodne nastavit hmotnost techto ktivnch castic. Nejleps varianta byla zvolit




f = m, coz odpovda i textu [1].
3.4 Vyhodnocen simulace
Simulaci jsme provedli pro oba typy okrajovych podmnek, tj. nejdrve jen pro
virtualn castice a pote jen pro ktivn castice, ktere byly implementovany do SPH
kodu v ramci teto diplomove prace. Obrazky 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8 znazornuj v hori-
zontalnm rezu (y = 0) prubeh rychlosti, hustoty, tlaku a vnitrn energie obou si-
mulac. Plna cara udava presne resen prslusnych Eulerovych rovnic pro 1D ulohu.
Je videt, ze resen zskane za pomoci ktivnch castic vystihuje tvar presneho
resen lepe nez resen, ktere vyuzva virtualn castice. Demonstrujeme tm vliv C1
konzistence SPH aproximace v blzkosti hranice denicnho oboru. Pripomenme, ze
pouzit ktivnch castic zarucuje C1 konzistenci, pricemz pouzit virtualnch castic
nikoliv.
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SPH + virt. castice
SPH + fikt. castice
Obr. 3.5: rychlost, horizontaln rez, t = 0:2 s
Z obrazku rovnez urcme pozici cela razove vlny, ktera je pozorovana okolo x =
0;3; vlna zreden je situovana mezi x =  0;3 a x = 0 a kontaktn nespojitost se
nachaz mezi x = 0;1 a x = 0;2. Nepatrne odchylky obou simulac od presneho resen
zejmena v oblasti vlny zreden jsou pravdepodobne zpusobeny pouzitm kontinuitn
metody (2.61) pri vypoctu hustoty, ktera nezachovava hmotnost presne.
Obrazek 3.5 znazornuje konkretn polohu castic na konci simulace v prpade
pouzit ktivnch castic. Muzeme si rovnez povsimnout souvislosti mezi zmenou
vyhlazovac delky a poctem ktivnch castic. Pocet ktivnch castic se zvysuje v
mstech, kde se vnitrn castice oddaluj. Tento fakt je zpusoben snizujc se hustotou,
coz ma za nasledek zvetsen vyhlazovac delky, a tedy zvetsen poctu castic, jejichz
lokaln oblast
"
dosahne\ za hranici denicnho oboru ulohy. Obdobne dostaneme,
ze pocet ktivnch castic se snizuje v mstech, kde se vnitrn castice priblizuj. Na
obrazku 3.10 je priblzena detailne oblast kontaktn nespojitosti kolem x = 0;13.
3.5 Softwarove upravy
K dosazen uvedenych vysledku bylo nutne SPH zdrojovy kod z knihy [10] znacne
modikovat. V teto casti si tedy uvedeme vycet zmen, ktere byly provedeny v ramci
teto prace. Poznamenejme, ze uvedene zmeny byly provadeny nejen za ucelem resen
shock tube ulohy, ale i zrychlen celeho vypoctu.
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SPH + virt. castice
SPH + fikt. castice
Obr. 3.6: hustota, horizontaln rez, t = 0:2 s
 Bylo provedeno kompletn zaveden okrajove podmnky v podobe ktivnch
castic popsanych v casti 2.2.5 a nasledne byly vyreseny implementacn obtze




 Dale jsme zavedli modikaci okrajove podmnky v podobe virtualnch castic
popsane v casti 3.3. Konkretne byla provedena zmena pozice techto castic a
vyladen parametru odpudive sly tak, aby castice neunikly z denicnho oboru
a nedoslo k prlisnemu znehodnocen vysledku.
 Pro ucely testovan parametru zmeny vyhlazovac delky byla do SPH kodu do-
programovana varianta dana vztahem (2.67). Poznamenejme, ze nebylo ihned
zrejme, ze tento prstup v kodu nen implementovan. Popis kodu dokonce
prideloval hodnotu parametru pro tuto variantu. Po proveren vysledku simu-
lace bylo zjisteno, ze vyhlazovac delka zustala beze zmeny, a tudz byl tento
nedostatek odhalen a opraven.
 Za ucelem zrychlen simulace byla do kodu pridana if podmnka tak, aby se
neprovadely
"
zbytecne\ vypocty. V podprogramu pro urcen zmeny celkove
vnitrn energie byl vypocet provaden i pro virtualn ci ktivn castice, ktery
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SPH + virt. castice
SPH + fikt. castice
Obr. 3.7: tlak, horizontaln rez, t = 0:2 s
se nasledne z principu obou prstupu neuplatnil, tj. virtualn castice maj po
celou dobu simulace konstantn energii a ktivn castice
"
prebraj\ vlastnosti,
tedy i energii, od vnitrnch castic, ke kterym byly vytvoreny. Zavedenm teto
podmnky jsme snzili celkovy cas simulace priblizne o 6% v prpade pouzit
ktivnch castic.
 Podprogram pro denovan pocatecnch vlastnost castic byl obohacen o moz-
nost pracovat se dvema tekutinami behem jedne simulace. Tato uprava je
nezbytna pro shock tube ulohu.
 Mnoho usil bylo vynalozeno pri testovan vhodnych parametru pro shock tube
2D ulohu, coz je popsano v casti 3.3.
 V puvodnm konceptu tohoto kodu byl cas jedne simulace meren od spusten
programu az do spusten dals simulace, nebo ukoncen programu. Tento pr-
stup muze uzivatele zmast, protoze k ocekavanemu vyslednemu casu simulace
je pripocten i cas, ktery uplyne mezi spustenm programu a spustenm si-
mulace. Cas simulace je tedy nyn meren od spusten simulace do ukoncen
simulace.
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SPH + virt. castice
SPH + fikt. castice
Obr. 3.8: vnitrn energie, horizontaln rez, t = 0:2 s
Poznamenejme, ze SPH zdrojovy kod ze ktereho jsme v teto praci vychazeli, ma



















































V praci jsme se zabyvali problemem konvergence SPH metody v blzkosti hranice
denicnho oboru, ktery se podarilo vyresit implementac ktivnch castic jakozto
okrajove podmnky. Pouzit ktivnch castic, na rozdl od virtualnch castic, zarucuje
C1 konzistenci SPH aproximace, a tm zvysuje presnost cele metody.
Popsana teorie byla demonstrovana na shock tube 2D uloze, jejz resen vyzado-
valo znacne softwarove upravy a testovan nastaven ruznych parametru. Ukazalo
se tedy, ze SPH metoda s pouzitm ktivnch castic vystihuje tvar presneho resen
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 text diplomove prace ve formatu pdf
 program meshfree.exe
 projekt meshfree (zdrojove kody programu)
 skript plt2.m (vykreslovan vysledku)
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